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Prof. em. Beat Sievers

Begrüssung

Basis meines Vortrags waren die Folien meiner Präsentation im Workshop 
«Transformationen in der Schweiz» bzw. «GeoSuite-TRANSINT» , den wir in 
2007, 2008 und 2013 an der FHNW durchgeführt haben und der auf guten 
Anklang gestossen ist. Ich habe sie zwischenzeitlich überarbeitet und ergänzt.

Matthias Kistler war damals als Vertreter des Bundesamtes für 
Landestopografie swisstopo wesentlich am Erfolg mitbeteiligt.

Für GeoSuite gibt es seit 6.11.2020 eine neue Version. Sie ist mit allen 
Berechnungsmodulen (REFRAME, TRANSINT, LTOP, GEOREF) gratis; LTOP 
soll ab Frühling 2021 ebenfalls verfügbar sein.
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Die «Empfehlung für die Anwendung geometrischer 
Transformationsmethoden in der amtlichen Vermessung» wurde im Auftrag 
von swisstopo verfasst von

Raymond Durussel

Laurent Huguenin

Beat Sievers

Die Artikel der Zeitschrift «Geomatik Schweiz» sind zu finden in 
https://www.e-periodica.ch/digbib/hitlist?p=f4e 

Siehe neben (Furrer; Sievers 2009) auch 
Wieser, Andreas; Lienhart, Werner; Brunner, Fritz K. (2003): 
«Nachbarschaftstreue Transformation zur Berücksichtigung von Spannungen 
im amtlichen Festpunktfeld» In: Österreichische Zeitschrift für Vermessung & 
Geoinformation, Band 91 (2003), Ausgabe 2, Seiten 115�±122. 

Die Publikation (Sievers 2020) vertieft die Shepard Interpolationen und ihre 
Steuerparameter. Sie erhalten sie bei mir oder als Beilage zu dieser 
Präsentation. Die neue GeoSuite Benutzeranleitung enthält Auszüge daraus.

«Über die Genauigkeit von Restklaffungen» wird bis Ende November 2020 
nachgeliefert.
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Seit 1976 (ETH Diplomabschluss) befasse ich mich mit Transformationen und 
�N�R�P�P�H���L�P�P�H�U���P�H�K�U���]�X�P���6�F�K�O�X�V�V���Y�R�Q���6�R�N�U�D�W�H�V�«

Prof. em. Beat Sievers

Bern, 13.11.2020

Workshop Transformation / Interpolation

4



Die Koordinaten des Zielsystems Y, X werden im schweizerischen 
Bezugsrahmen LV95 heute bezeichnet mit E, N

blaue Zeichen bedeuten: Beobachtung, Zufallsvariable

rote Zeichen bedeuten: konstante Koeffizienten

grüne Zeichen bedeuten: unbekannte, in einer Ausgleichung zu bestimmende 
Grössen

Fett gedruckte Buchstaben bezeichnen immer Vektoren oder Matrizen (d.h. 
Matrizen Schreibweise)
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Die Beobachtungen sind Zufallsvariablen, also sind sie als «gute» 
Koordinaten «fehlerbehaftet» und werden verbessert, die «schlechten» 
Koordinaten des Startsystems sind unendlich genau

Das bereitet Mühe beim Verstehen, ist aber im Transformationsmodell so 
verankert und nicht zu ändern.

Drehungen: �Z(Omega), �\ (Psi), �M(Phi)

Ich werde im folgenden oft von «Neupunkten» sprechen. Ich meine damit die 
Punkte des Startsystems, deren Koordinaten im Zielsystem zu berechnen 
sind.
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Das Startsystem (rot) wird ins Zielsystem (blau) geschoben (Y0, X0), verdreht 
(�Z) und vergrössert oder verkleinert (m)

Der Drehwinkel �Z ist das Azimut der Startsystem x-Achse im Zielsystem
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Die Massstäbe und die beiden Drehungen beziehen sich auf die jeweilige 
Achse des Startsystems. Es gibt eine Achse mit maximalem Massstab und 
eine mit minimalem. Diese Extrem-Achsen werden auch Hauptachsen 
genannt.

Der Begriff «Scherung» bezieht sich auf die Winkelverzerrung einer 
transformierten Figur und ist in der GeoSuite Benutzeranleitung mathematisch 
definiert (Seiten 107 bis 109).
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Hier eine Zusammenstellung der Eigenschaften der Helmert- und affinen 
Transformation.

Beachten Sie die fett gedruckten!
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Die empirische Standardabweichung m0 entspricht der Lagegenauigkeit mX = 
mY eines eingepassten Passpunktes nach TVAV Art. 101.
Die Koordinaten der Passpunkte im Zielsystem (z.B. LV95, neu erhoben) sind 
meist viel genauer als ihre Koordinaten im Startsystem (z.B. gescannt aus 
alten Papierplänen).
Deshalb sagt m0 weniger über die Genauigkeit der Beobachtungen Y, X aus, 
als vielmehr über die Qualität des Transformationsmodells. 
Deshalb wird oft der �+�H�O�P�H�U�W�¶�V�F�K�HPunktfehler verwendet, bei 
Transformationen auch mittlerer Punktfehler genannt.

Der �+�H�O�P�H�U�W�¶�V�F�K�HPunktfehler ist jedoch kein statistisches Mass und folgt 
keiner Wahrscheinlichkeitsverteilung! 
Er ist ein häufig benutztes skalares Kriterium für die Beurteilung der 
Lagegenauig keit , d.h. er ist eine Zahl und hat nicht mit einer statistischen 
Verteilung zu tun.
---------------------------------------------------------------------------------------------------
Fehlertheoretische Begründung für die Ausreisser Grenzwerte (mit 
�*�D�X�V�V�¶�V�F�K�H�PFortpflanzungsgesetz), siehe auch separates Dokument «Über 
die Genauigkeit von Restklaffungen»
Wurzel(2)*(�VX oder �VY) ist die theoretische Standardabweichung der Residue 
v (= Koordinatendifferenz) eines Passpunktes in X- oder Y-Richtung
wenn v in Richtung X und Y gleich genau sind (d.h. isotrop), ist fs = Wurzel(2) 
mal die Genauigkeit von v
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Die Rayleigh-Quantilwerte sind 2.45 für �D= 5% und 3.03 für �D= 1% ; mal 
Wurzel(2) gibt 3.4616 bzw. 4.2919
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Wenn die Komponenten vY und vX eines zweidimensionalen Zufallsvektors v 
(hier der Restklaffung) normalverteilt und stochastisch unabhängig sind, dann 
ist der Betrag Rayleigh-verteilt.

Die Rayleigh Verteilung ist übrigens identisch mit der Wurzel aus der 
Chiquadrat Verteilung mit Freiheitsgrad 2.

Wahrscheinlichkeitsdichte: fs ist die Zufallsvariable, �V�I�Vder sogenannte 
Parameter, bei uns die Standardabweichung von fs

Für 3D Residuen könnte ich eine analoge Entwicklung darstellen. Da sie aber 
in der amtlichen Vermessung zurzeit noch obsolet ist, verzichte ich darauf.

Der Erwartungswert ist der theoretische Mittelwert von unendlich vielen 
Werten (d.h. der Grundgesamtheit), beim Median liegen 50% über und 50% 
unter dem Medianwert. Diese Werte gelten jedoch nur, wenn keine Ausreisser 
und keine systematischen Abweichungen im Datensatz sind. Die Statistiker 
sprechen von «unbiased estimators» (d.h. unverfälschte Schätzwerte)
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PDF: Probability density function, Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion

CDF: Cumulative distribution function, Verteilungsfunktion

Die rechte Grafik lässt sich bildlich so erklären: Stellen Sie sich in der linken 
Grafik einen senkrechten Lineal vor, den Sie von minus Unendlich langsam 
nach plus Unendlich, also nach rechts verschieben. Die Fläche, die zwischen 
Abszisse (Grundlinie), schwarzer oder blauer Dichtekurve und Lineal entsteht, 
ist die aufsummierte Wahrscheinlichkeit in der rechten Grafik.
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Grenzwert für Ausreisser aus Rayleigh Verteilung : Formeln siehe Folie 10 
unten

Vorbemerkung: die Sigma-Werte sind theoretische Standardabweichungen, 
d.h. a priori Werte! Sie gelten für die Grundgesamtheit (mit unendlicher 
Häufigkeit).

Toleranzwerte vereinfachtes Verfahren
Richtwerte für Planeinpassung von grafischen Vermessungswerken mittels 
Transformation

TVAV Art. 101-103 (Prov. Numerisierung)
�Ö Standardabweichung für z.B. Kartonplan 1:1000 32cm (max. 96cm)

bei Alu-Platten werden die Werte um 25% reduziert

Punktgenauigkeit
Weisung Punktgenauigkeit vom 1.1.2015, Abs. 5.1
�Ö z.B. GP, exakt definiert, 

Standardabweichung in TS3/TS4/TS5: 7/15/35cm 
(für die Beurteilung einzelner Widersprüche gilt als Toleranzgrenze:  

21/45/105cm)

Die Toleranz 3*�Vgilt für die Punktgenauigkeit (grosse Halbachse der 
Konfidenzellipse) aus einer Ausgleichung, die Rayleigh-Ausreisserwerte 
gelten für die Abweichungen eines abgesteckten vom «Soll»-Punkt
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Bei Koordinatenberechnungen im Katasterzahlenwerk gilt das 
«Nachbarschaftsprinzip». Die Neupunkte sollen sich den nächstgelegenen, in 
der Nachbarschaft befindlichen Passpunkten möglichst gut anpassen, damit 
ein homogenes Punktfeld ohne Spannungen im Nahbereich gewährleistet ist. 
Mit einer Vortransformation (HT) konnte dieser Forderung nicht in 
ausreichendem Masse entsprochen werden, da für alle Neupunkte das 
gleiche Transformationsverfahren galt. In den Passpunkten entstanden aus 
der Transformation Restklaffungen, die nun mit einem Interpolationsverfahren 
als Korrekturen an den Neupunkten angebracht werden sollen.

Statt «Einflussweite» wird auch von «Einflussradius» gesprochen.
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Der Interpolationswert im Punkt k beträgt dyk � ���«��

analog für dxk

Die Korrelation r und die daraus gebildete Korrelationsmatrix R werden auf 
den Folien 41 bis 43 erläutert; ich trete hier nicht weiter auf sie ein.
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«kognitiv bewältigen» heisst verstehen, «aha so geht das». Lernzielstufe 2 
nach Bloom: «Fähigkeit zur Aufnahme (ins eigene Bewusstsein) und 
Verarbeitung von Zusammenhängen»

«sehr rechenintensiv» bedeutet: mehrere Stunden oder Tage oder gar ein 
Programmabsturz
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siehe Kapitel 8.3.2 (Seite 60) in der GeoSuite Benutzeranleitung
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Wir führen im Neupunkt x eine Gewichtung wi ein. Variabel ist nur der zu 
interpolierende Neupunkt x.

¦¦x �±x i¦¦ steht für die Norm der Vektordifferenz x �Å��x i , was gleichbedeutend ist 
mit der Distanz zwischen Neupunkt x und Passpunkt x i (im Ausgangssystem).

f(x) ist der interpolierte Wert im Neupunkt x, die sogenannte Interpolante oder 
Interpolierende (Funktion); in der Transformationsempfehlung ist sie mit Uk
bezeichnet.

IDW ist ein international gebräuchliche Begriff und steht für «Inverse Distance
Weighting»
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Der Buchstabe R mit Doppelstrich steht für die Menge der reellen Zahlen. 
Weitere Erklärungen siehe z.B. https://de.wikipedia.org/wiki/Reelle_Zahl 

Die Knotenfunktion (engl. nodal function)  tritt an die Stelle der Restklaffung 
vi. Sie ist eine lokale Approximation für vi im Passpunkte x i. Sie ist eine 
bivariate, wahlweise quadratische, lineare oder konstante Funktion. Die 
Koeffizienten der Funktion resultieren aus einer gewichteten Kleinste-
Quadrate-Einpassung auf einen Satz von Nq nächsten Nachbarn von x i mit 
der Bedingung Qi(x i) = vi

beim linearen Typ fallen in der Gleichung die quadratischen Terme x2 und y2

weg.

Bei der linear en und der quadratisch en Knotenfunktion werden ihre 
unbekannten Koeffizienten mittels Kleinste-Quadrate-Einpassung berechnet. 
Die quadratische Funktion liefert beste Qualität, solange genügend 
Passpunkte vorliegen, um die Koeffizienten a bis g robust zu berechnen. 
Wenn die Passpunkte spärlich vorliegen, wird die lineare Knotenfunktion 
besser funktionieren.
Bei der schnell linear en Knotenfunktion werden die unbekannten 
Koeffizienten mit schnellen Algorithmen (Gradienten Interpolation) berechnet 
statt mit Kleinste-Quadrate basierten. Geschwindigkeit ist dabei wichtiger als 
Qualität. Sie sollten sie nur benützen, wenn Sie ihre Qualität und Stabilität auf 
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eine andere Weise testen können.
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ALGLIB empfiehlt: Nw kontrolliert den Algorithmus lokal (Anmerkung des 
Verfassers: d.h. wie weit soll die Gewichtung wirken, vgl. Folie 22). Zu grosse 
Werte machen die Interpolante zu global (die Berechnung wird langsam und 
die Interpolante unfähig, lokale Änderungen in der Interpolation zu 
reproduzieren). Anderseits führen zu kleine Nw zu spitzen und ungenauen 
Interpolanten. Ein guter Wert für Nw liegt normalerweise leicht höher als 
�������Â�1q sein wird.

Nq kontrolliert einen anderen Aspekt der Nachbarschaft, nämlich die Anzahl 
der Knoten, die zur Bildung der eben beschriebenen Knotenfunktionen 
verwendet werden. Eine gute Knotenfunktion muss durch (xi ,yi) gehen und 
sie sollte die Funktion in der Umgebung näherungsweise approximieren. Ein 
zu kleiner Nq Wert wird eine gute Approximation verunmöglichen. 

Ein zu grosser Nq Wert wird  zu einem globalen Verhalten führen; dies ist aber 
dort nicht sehr gut, wo es nötig wäre, nämlich im Einflussbereich von 
Passpunkten x i .
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Eine Funktion ist bivariat , wenn sie genau zwei unbestimmte Variablen 
enthält. Der Funktionswert f(x,y) hängt also von zwei («bi») Variablen x und y 
ab.
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Gegeben sind Restklaffungen R11, R12, R21 und R22 in den roten Punkten 
eines Rasters, später Rasterzelle genannt.
Um die Restklaffung in P näherungsweise (durch lineare Interpolation) zu 
bestimmen, wird zunächst in eine festgelegte Richtung (horizontal oder 
vertikal, hier horizontal) zwischen den Rasterpunkten linear interpoliert. Dabei 
sind R1 und R2 Stützpunkte zwischen den in horizontaler Richtung liegenden 
Rasterpunkten.
Nach dem gleichen Verfahren wird anschliessend zwischen den 
Restklaffungen dieser beiden Stützpunkte interpoliert.

Der Vorteil der bilinearen Interpolationsmethode liegt in ihrer Einfachheit, der 
Nachteil darin, dass sie am Rand der Rasterzelle abbricht: die Residuen 
gehen zu den benachbarten Rasterzellen nicht stetig über, sondern es gibt 
eine harte Bruchkante. Dies entspricht im Allgemeinen nicht dem realen 
Verhalten der Werte, wie sie durch die Interpolation modelliert werden sollen.

Beispiele
- DHM25-Matrixmodell von swisstopo (Produktinformation DHM25, Juni 2005)
- GeoSuite bietet sie an für die Interpolation eines regelmässigen Gitters 

(GeoSuite User Manual, November 2020, S. 62 und 67)
- swisstopo REFRAME plug-in for FME, Version 2.4 �±February 2012, 

manual updated in January 2014 (ray)
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Gegeben sind Restklaffungen RA �«���5I in den Punkten eines Rasters.

Durch die Verwendung von zusätzlichen Stützwerten verglichen mit der 
bilinearen Interpolation wird die eigentliche Interpolationsfläche dynamischer 
modelliert. Auf diese Weise entstehen bei den Übergängen der 
Interpolationsflächen zwischen Maschen weniger abrupte Wechsel, was dem 
wahren Verhalten der modellierten Werte (Residuen) eher entsprechen dürfte.

Beispiele
- LSKS / SGF als Näherung für die Transformation LV03<->LV95 im 

GNSS-Empfänger (Leica, Trimble)
- GeoSuite bietet sie an für die Interpolation eines regelmässigen Gitters 

sowie des Geoidmodells in REFRAME)
(GeoSuite User Manual, November 2020, S. 62, 67 und 88)

- swisstopo REFRAME plug-in for FME, Version 2.4 �±February 2012, 
manual updated in January 2014 (ray) 
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Die Interpolante Rx wird mit einem Polynom 3. Grades berechnet

die algebraische Gleichung ist zu komplex, als dass ich sie hier darstellen 
möchte. Auch ein Bild der Interpolationsfläche habe ich bisher nicht erzeugt.

Anstelle eines Polynoms 3. Grades nennt die Literatur auch kubische Splines. 
Ein kubischer Spline ist eine glatte Kurve, die durch die gegebenen Punkte im 
Koordinatensystem geht und eine minimale Gesamtkrümmung aufweist. 
Jedes Teilstück ist dabei durch eine kubische Parabel
f(x) = aix³ + bix² + cix + di mit geeigneten Koeffizienten ai , bi , ci und di
definiert.

Beispiele (bikubisch)

- Implementiert im Zielerkennungs-Algorithmus in Qdaedalus zur Interpolation
fehlender Pixel (Jonas Clerc, Präsentation 27.11.2015: Das bildbasierte
Theodolitsystem Qdaedalus und seine Verwendungszwecke)

- GeoSuite bietet sie an für die Interpolation eines regelmässigen Gitters
(GeoSuite User Manual, November 2020, S. 62 und 67)

- swisstopo REFRAME plug-in for FME, Version 2.4 �±February 2012,
manual updated in January 2014 (ray) 
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S. 91: Lösungsansätze im grau hinterlegten Kasten

S. 95: Folie Ablauf Diagramm

Passpunkt und Stützpunkt sind synonyme Begriffe
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Dieser Plot ist noch provisorisch, denn es sind Ausreisser drin
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Die Multiquadratische Interpolation ist in der Transformationsempfehlung, 
Kapitel 4.5.9 auf den Seiten 75 und 76 beschrieben.

Sie ist vom Typ RBF (nicht IDW); zur Definition siehe auch 
https://en.wikipedia.org/wiki/Radial_basis_function  
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